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Abstract
We deﬁne, for the trace of solution of vibrating plates equation,
norms with initial conditions in no regular spaces. Then, we give
the corresponding exact controllability results.
Re´sume´
On de´ﬁnit, pour la trace de la solution de certains mode`les de
plaques vibrantes, des normes avec des donne´es initiales dans des
espaces peu re´guliers. Ensuite on de´duit les the´ore`mes de
controˆlabilite´ correspondants.
1 Introduction
Soit Ω un ouvert re´gulier de R2 de frontie`re Γ = ∂Ω et T > 0.
Pour x0 ∈ R2 avec x0 = (x01, x02), on de´ﬁnit la fonction m(x) = x−x0
et une partition de la frontie`re Σ =]0, T [×∂Ω de la mamie`re suivante:
Γ0 = {x ∈ Γ/m(x).ν(x) > 0},
Γ∗0 = {x ∈ Γ/m(x).ν(x) < 0},
et
Σ0 = ]0, T [×Γ0,
Σ∗0 = ]0, T [×Γ∗0.
On introduit aussi les constantes:
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R(x0) = max
x∈Ω
(
∑k=2
k=1(x− x0k)2)
1
2 et T0 =
R(x0)
λ0
ou` λ20 est la premie`re
valeur
propre du proble`me
{
Δ2w = λ2w dans Ω,
w ∈ H20 (Ω).
On note par ν(x) la normale unitaire exte´rieure en tout point x appar-
tenant a` Γ.
Soit u la solution de l’e´quation
(E)
⎧⎨
⎩
u′′ + Δ2u = 0 dans ]0, T [×Ω
γu = γ ∂u∂ν = 0
u(0) = u0 , u′(0) = u1
On de´ﬁnit pour des donne´es initiales u0 et u1 respectivement dans
H20 (Ω) et L
2(Ω), l’e´nergie associe´e a` (E) par
E0 =
1
2
(‖Δu0‖2L2(Ω) + ‖u1‖2L2(Ω)).
Dans J.- Lions [1], il a e´te´ e´tabli l’ine´galite´ directe
∫ T
0
∫
Γ0
(Δu)2 dσdt ≤ c0E0 (1)
et pour tout T > T0 l’ine´galite´ inverse
∫ T
0
∫
Γ0
(Δu)2dσdt ≥ c(T )E0, (2)
ou`
c(T ) =
4
R(x0)
(T − T0).
De meˆme, en de´ﬁnissant l’ope´rateur non borne´ A de L2(Ω) par
DA =
{
u ∈ H20 (Ω) / Δ2u ∈ L2(Ω)
}
et Au = Δ2u pour tout u ∈ DA,
Dans I.Lasiecka-R.Triggiani [5], pour la solution u de (E) correspondante
aux donne´es u0 ∈ D
A
3
4
et u1 ∈ D
A
1
4
, il a e´te´ e´tabli l’ine´galite´
C(T − T0)E 3
4
≤
∫
Σ
|γ ∂Δu
∂ν
|2dσdt (3)
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ou`
E 3
4
=
1
2
{
‖A 34u0‖2L2(Ω) + ‖A
1
4u1‖2L2(Ω)
}
.
et C est une constante strictement positive.
J.-L.Lions a e´tabli avec (1) et (2) la controˆlabilite´ exacte de l’e´quation
des plaques vibrantes avec un controˆle sur la de´rive´e normale de l’e´tat du
syste`me. Quant a` I.Lasiecka et R.Triggiani, ils ont e´tabli la controˆlabilite´
exacte de l’e´quation des plaques vibrantes par un controˆle de position
en utilisant (3). Enﬁn E.Zuazua [4] a montre´, toujours pour les meˆmes
types de donne´es initiales, la controˆlabilite´ exacte en un temps arbi-
trairement petit.
On ge´ne´ralise l’estimation de γΔu dans L2(0, T ;L2(Γ0)) e´tabli dans
(2) a` des estimations dans L2(0, T ;H−
3
2
θ(Γ0)) ou` θ ∈ [0, 1]. Dans le
meˆme ordre d’ide´es, on fait de meˆme pour γ ∂Δu∂ν dans (3) en des estima-
tions dans L2(0, T ;H−
θ
2 (Γ0)) ou` θ ∈ [0, 1]. Ces ine´galite´s sont obtenues
par interpolation.
En utilisant ces nouvelles estimations, on e´tablit des re´sultats de
controˆlabilite´ e´xacte de l’e´quation des plaques vibrantes pour des donne´es
peu re´gulie`res.
2 Controˆle portant sur la de´rive´e normale
Soit θ ∈ [0, 1], pour tout (ϕ0, ϕ1) ∈ D(Ω)×D(Ω) on pose
‖(ϕ0, ϕ1)‖2Fθ =
∫ T
0
‖γΔϕ‖2
H−
3θ
2 (Γ0)
dt
ou` ϕ est la solution de l’e´quation homoge`ne (E) correspondant aux
donne`es initiales (ϕ0, ϕ1).On note par Fθ le comple´te´ de D(Ω) × D(Ω)
pour la norme ‖, ‖2Fθ
Proposition 1. Pour tout θ ∈ [0, 1], la solution ϕ de l’e´quation ho-
moge`ne (E), correspondant aux donne´es initiales (ϕ0, ϕ1) ∈ Fθ ve´riﬁe
l’ine´galite´
∫ T
0
‖γΔϕ‖2
H−
3
2 θ(Γ0)
≥ K
{
‖ϕ0‖2H2−2θ0 (Ω) + ‖ϕ1‖
2
H−2θ(Ω)
}
(4)
ou` K est une constante strictement positive.
621 REVISTA MATEMA´TICA COMPLUTENSE
Vol. 15 Nu´m. 2 (2002), 619-629
m.t. niane, a. sene sur la controˆlabilite´ exacte de l’e´quation. . .
Preuve. Soit (ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω)×H−2(Ω). On conside`re le proble`me
ϕ” + Aϕ = 0, ϕ(0) = ϕ0, ϕ
′
(0) = ϕ1.
Ce proble`me admet une solution unique donne´e par (ϕ(t), ϕ
′
(t)) =
S1(t)(ϕ0, ϕ1) ou` {S1(t) : t ∈ R} est le C0 goupe unitaire sur L2(Ω) ×
H−2(Ω) ge´ne´re´ par A.
Posons ψ = A−1ϕ′ , ψ0 := A−1ϕ1 ∈ H20 (Ω), ψ1 := −ϕ0 ∈ L2(Ω). alors
ψ ve´riﬁe
ψ” + Aψ = 0 , ψ
′
(0) = ψ1
Aussi ce proble`me a une unique solution donne´e par (ψ(t), ψ
′
(t)) =
S2(t)(ψ0, ψ1)
ou` {S2(t) : t ∈ R} est un C0 groupe unitaire sur H20 (Ω) × L2(Ω) ge´ne´re´
par A.
Pour T > T0, on applique l’ine´galite´ (2) a` ψ, ce qui donne l’estimation
(‖ϕ0‖2L2(Ω) + ‖ϕ1‖2H−2(Ω) ≤ CT
∫
Σ0
|γΔA−1ϕ′ |2dΣ. (5)
Pour ε ≥ 0 suﬃsamment petit (tel que T − 2ε − T0 > 0) , on de´ﬁnit la
fonction ϕε ∈ D(R) ve´riﬁant :
i) 0 ≤ ϕε ≤ 1 ,
ii) supp(ϕε) ⊂ ]0, T [
iii) ϕε|[ε,T−ε] = 1.
En multipliant par ϕε et en inte´grant par partie on obtient :
(‖ϕ0‖2L2(Ω)+‖ϕ1‖2H−2(Ω))
≤−CT
∫
Σ0
[ϕ
′
ε(γΔA
−1ϕ
′
(γΔA−1ϕ) + ϕε(γΔA−1ϕ”)(γΔA−1ϕ)]dΣ
≤CT
∫
Σ0
[(
1
2
)ϕ”|γΔA−1ϕ|2 + ϕε(γΔϕ)(γΔA−1ϕ)]dΣ.
En utilisant l’estimation (1) on obtient
∫
Σ0
ϕ”ε|γΔA−1ϕ|2dΣ≤CT (‖A−1ϕ2‖2H20 (Ω) + ‖A
−1ϕ1‖2L2(Ω))
≤CT (‖ϕ0‖2H−2(Ω) + ‖ϕ1‖2D′A)
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ou` D′A est le dual de DA dans L
2(Ω).
En appliquant l’ine´galite´ de Young, on a, pour δ positif quelconque∫
Σ0
ϕε(γΔϕ)(γΔA−1ϕ)dΣ
≤ C(1
δ
‖γΔϕ‖2
L2(0,T ;H−
3
2 (Γ0))
+ δ‖γΔA−1ϕ‖2
L2(0,T ;H
3
2 (Γ0))
)
Or γA−1ϕ = γ ∂∂νA
−1ϕ = 0. Donc par le the´ore`me de re´gularite´ applique´
au bilaplacien
‖γΔ(A−1ϕ)‖2
L2(0,T ;H
3
2 (Γ0))
≤ CT ‖Δ2(A−1ϕ)‖2L2(0,T ;L2(Ω))
≤ CT ‖ϕ‖2L2(0,T ;L2(Ω))
≤ CT (‖ϕ0‖2L2(Ω) + ‖ϕ1‖2H−2(Ω)).
En choisissant δ = δT suﬃsamment petit, on obtient
(‖ϕ0‖2L2(Ω) + ‖ϕ1‖2H−2(Ω))
≤ CT [(‖ϕ0‖2H−2(Ω) + ‖ϕ1‖2D′A) + ‖γΔϕ‖
2
L2(0,T ;H−
3
2 (Γ0))
]
(6)
Il reste maintenant a` montrer que
(‖ϕ0‖2H−2(Ω) + ‖ϕ1‖2D′A) ≤ CT ‖γΔϕ‖
2
L2(0,T ;H−
3
2 (Γ0))
(7)
En eﬀet, supposons qu’il e´xiste une suite(ϕn)n solution de
ϕ”n + Aϕn = 0, ϕn(0) = ϕ0,n, ϕ
′
n = ϕ1,n
ou` (ϕ0,n, ϕ1,n) ∈ L2(Ω)×H−2(Ω) et ve´riﬁant
(‖ϕ0,n‖2H−2(Ω) + ‖ϕ1,n‖2D′A) = 1 et‖γΔϕn‖
2
L2(0,T ;H−
3
2 (Γ0))
−→ 0
Alors avec(6), (ϕ0,n(t), ϕ1,n(t)) est borne´e dans L2(Ω)×H−2(Ω).
Quitte a` extraire une sous suite, on a
(ϕ0,n, ϕ1,n) −→ (ϕ0, ϕ1) faiblement dans L2(Ω)×H−2(Ω)
comme l’injection de L2(Ω)×H−2(Ω) dans H−2(Ω)×D′A e´tant compacte,
(ϕ0,n, ϕ1,n) −→ (ϕ,ϕ′) fortement dans H−2(Ω)×D′A
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Donc
‖ϕ0‖2H−2(Ω) + ‖ϕ1‖2D′A = 1 (8)
Soit ϕ la solution correspondante a` ϕ0 et ϕ1. On a
‖γΔϕ‖2
L2(0,T ;H−
3
2 (Γ0))
= 0 et ϕ est solution de
ϕ” + Δ2ϕ = 0
ϕ =
∂ϕ
∂ν
= 0 sur Σ, Δϕ = 0 sur Σ0
alors, par un the´ore`me d’unicite´ classique ϕ ≡ 0 sur Σ. Ce qui contredit
(8).
Ainsi il existe une constante CT telle que
∫ T
0
‖γΔϕ‖2
H−
3
2 (Γ0)
dt ≥ CT
{
‖ϕ0‖2L2(Ω) + ‖ϕ1‖2H−2(Ω)
}
. (9)
Les ine´galite´s (2) et (9) donne par interpolation, pour tout θ ∈ [0, 1]
et des donne´es initiales (ϕ0, ϕ1) ∈
(
H2−2θ0 ×H−2θ(Ω)
)
∫ T
0
‖γΔϕ‖2
H−
3
2 θ(Γ0)
≥ K
{
‖ϕ0‖2H2−2θ0 + ‖ϕ1‖
2
H−2θ
}
. (10)
On note par ΔΓ l’ope´rateur de Laplace Beltrami.
Une conse´quence de l’ine´galite´ (10) est le the´ore`me de controˆlabilite´
exacte suivant:
The´ore`me 2. Il existe un temps T0 tel que si T > T0 , alors pour tout
θ ∈ [0, 1] et tout couple de donne´es initiales (y0, y1) ∈
(
H2θ0 ×H2θ−2(Ω)
)
, il existe
v ∈ L2(0, T ;H− 32 θ(Γ0) tel que, si y est la solution de
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
y′′ + Δ2y = 0 dans ]0, T [×Ω
γy = 0 sur Γ∗(x0)
γ ∂y∂ν = (−ΔΓ)−
3
2
θv sur Γ0
y(0) = y0 ; y′(0) = y1,
alors, a` l’instant T , y(T ) = y′(T ) = 0.
Preuve. On applique la me´thode HUM de J.-L.LIONS [1]
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On part de ϕ0 ∈ H2−2θ0 (Ω), ϕ1 ∈ H−2θ(Ω).
Soit ϕ ∈ C
(
0, T ;H2−2θ0 (Ω)
)
∩C1 (0, T ;H−2θ(Ω)) l’unique solution
du proble`me ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
ϕ′′ + Δ2ϕ = 0
ϕ(0) = ϕ0
ϕ′(0) = ϕ1
γϕ = γ ∂ϕ∂ν = 0
Soit ξ l’unique solution par transposition de l’e´quation
⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩
ξ′′ + Δ2ξ = 0 dans ]0, T [×Ω,
ξ(T ) = 0 dans Ω,
ξ′(T ) = 0 dans Ω,
γξ = 0 sur ]0, T [×∂Ω,
γ ∂∂ν ξ = z sur ]0, T [×∂Ω,
ou` z ∈ L2(0, T ;H
3
2
θ
0 (Γ0)).
En posant v = γΔϕ et en prenant z = (−ΔΓ)−
3
2
θ v, on a
ξ ∈ C(0,H2θ0 (Ω)) ∩ C1(0, T ;H2θ−2(Ω))
et
ξ(0) ∈ H2θ(Ω), ξ′(0) ∈ H2θ−2(Ω).
En vertu de la proposition 1, on a Fθ ⊂ H2−2θ0 (Ω)×H−2θ(Ω) et donc
H2θ−2(Ω)×H2θ0 (Ω) ⊂ F
′
θ. On de´ﬁnit l’ope´rateur
∧ : Fθ −→ F ′θ
(ϕ0, ϕ1) −→ (ξ′(0);−ξ(0)).
On ve´riﬁe que
〈∧(ϕ0, ϕ1), (ϕ0, ϕ1)〉Fθ,F ′θ =
∫
Σ
〈(−ΔΓ)− 32 θv, v〉
H
3
2 θ
0 (Γ0),H
− 32 θ(Γ0)
dσdt
= ‖v‖2
L2(0,T ;H−
3
2 θ(Γ0)
et que ∧ est un isomorphisme.Donc pour tout T > T0 et pour tout
(y0, y1) ∈ F ′θ, il existe un (ϕ0, ϕ1) ∈ Fθ tel que ∧(ϕ0, ϕ1) = (y1,−y0).
Soient ϕ et ξ les fonctions de´ﬁnies pre´ce´demment avec ξ0 = y0 et ξ1 = y1.
Grace a` l’unicite´ de la solution, on a y = ξ. Donc y(T ) = y′(T ) = 0, ce
qui prouve le the´ore`me.
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3 Cas du controˆle de position
Soit θ ∈ [0, 1], pour tout (ϕ0, ϕ1) ∈ D(Ω)×D(Ω) on pose
‖(ϕ0, ϕ1)‖2Gθ =
∫ T
0
‖γΔϕ‖2
H−
θ
2 (Γ0)
dt
ou` ϕ est la solution de l’e´quation homoge`ne (E) correspondant aux
donne`es initiales (ϕ0, ϕ1).On note par Gθ le comple´te´ de D(Ω) × D(Ω)
pour la norme ‖, ‖2Gθ .
Proposition 3. Pour tout θ ∈ [0, 1] et des donne´es initiales (ϕ0,ϕ1) ∈
Gθ on a, pour tout T > T0 l’ine´galite´
∫ T
0
∥∥∥∥γ ∂Δϕ∂ν
∥∥∥∥
2
H−
θ
2 (Γ0)
≥ α(T −T0)
{∥∥∥A 34− θ2ϕ0
∥∥∥2
L2(Ω)
+
∥∥∥A 14− θ2ϕ1
∥∥∥2
L2(Ω)
}
(11)
Preuve. La preuve est identique a` celle de la proposition (1). Soit les
donne`es initiales (ϕ0, ϕ1) ∈ D
A
1
4
×D
A
−1
4
et le proble`me
ϕ” + Aϕ = 0, ϕ(0) = ϕ0, ϕ
′
(0) = ϕ1.
Ce proble`me admet une solution unique donne´e par (ϕ(t), ϕ
′
(t)) =
S1(t)(ϕ0, ϕ1) ou` {S1(t) : t ∈ R} est le C0 goupe unitaire sur D
A
1
4
×D
A
−1
4
ge´ne´re´ par A.
Posons ψ = A−1ϕ′ , ψ0 := A−1ϕ1, ψ
′
(0) = ψ1 := −ϕ0 .Alors ψ ve´riﬁe
ψ” + Aψ = 0, ψ(0) = ψ0 ∈ D
A
3
4
, ψ
′
(0) = ψ1 ∈ D
A
1
4
.
Ce proble`me a une unique solution donne´e par (ψ(t), ψ
′
(t)) =
S2(t)(ψ0, ψ1)
ou` {S2(t) : t ∈ R} est un C0 groupe unitaire sur D
A
3
4
×D
A
1
4
.
Pour T > T0, on a en utilisant l’estimation (3)
(‖A 14ϕ0‖2L2(Ω) + ‖A
−1
4 ϕ1‖2L2(Ω) ≤ CT
∫
Σ0
|γ ∂
∂ν
ΔA−1ϕ
′ |2dΣ. (12)
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En multipliant par ϕε et en inte´grant par partie on obtient :
(‖A 14ϕ0‖2L2(Ω) + ‖A
−1
4 ϕ1‖2L2(Ω)
≤ CT
∫
Σ0
[(
1
2
)ϕ”|γ ∂
∂ν
ΔA−1ϕ|2 + ϕε(γ ∂
∂ν
Δϕ)(γ
∂
∂ν
ΔA−1ϕ)]dΣ.
En utilisant l’estimation (3) on obtient
∫
Σ0
ϕ”ε| γ
∂
∂ν
ΔA−1ϕ‖2dΣ ≤ CT (‖A− 14ϕ0‖2L2(Ω) + ‖ϕ1‖2D′
A
3
3
ou` D′
A
3
4
est le dual de D
A
3
4
dans L2(Ω).
En appliquant l’ine´galite´ de Young et en utilisant l’estimation suivante:
‖γ ∂
∂ν
Δϕ‖2
L2(0,T ;H
1
2 (Γ0))
≤ C‖ΔA−1ϕ‖2L2(0,T ;H2(Γ0))
≤ ‖ϕ‖2L2(0,T ;L2(Ω)
≤ CT (‖A 14ϕ0‖2L2(Ω) + ‖A−
1
4ϕ1‖2L2(Ω)).
on a
(‖A 14ϕ0‖2L2(Ω) + ‖A−
1
4ϕ1‖2L2(Ω)) ≤ CT [(‖A−
1
4ϕ0‖2L2(Ω) + ‖ϕ1‖2D′
A
3
4
) + (13)
+‖γ ∂
∂ν
Δϕ‖2
L2(0,T ;H−
1
2 (Γ0))
] (14)
Par un raisonnement par compacite´ (D
A
1
4
× D
A−
1
4
⊂ D
A−
1
4
× D′
A
3
4
avec injection compacte ), on a pour des donne´es initiales ϕ0 ∈ D
A
1
4
et ϕ1 ∈ D
A−
1
4
.La solution ϕ du proble`me de (E) correspondant a` ces
donne´es ve´riﬁe
∫ T
0
∥∥∥∥∂Δϕ∂ν
∥∥∥∥
2
H−
1
2 (Γ0)
≥ CT
{∥∥∥A 14ϕ0
∥∥∥2 +
∥∥∥A− 14ϕ1
∥∥∥2
}
(15)
et on obtient , par interpolation, pour tout θ ∈ [0, 1] et des donne´es
initiales (ϕ0,ϕ1) ∈
(
D
A
3
4− θ2
×D
A
1
4− θ2
)
l’ine´galite´
∫ T
0
∥∥∥∥γ ∂Δϕ∂ν
∥∥∥∥
2
H−
θ
2 (Γ0)
≥ CT
{∥∥∥A 34− θ2ϕ0
∥∥∥2 +
∥∥∥A 14− θ2ϕ1
∥∥∥2
}
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Ce qui conduit au the´ore`me suivant:
Tho´re`me 4. Soit T > T0, soient y0 ∈ D
A−
1
4+
θ
2
, y1 ∈ D
A−
3
4+
θ
2
et
θ ∈ [0, 1]
Il existe v ∈ L2(0, T ;H− θ2 (Γ0)) tel que , si y est l’unique solution de
l’e´quation ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
y′′ + Δ2y = 0 dans ]0, T [×Ω
y(0) = y0 ; y′(0) = y1
γy = (−ΔΓ)− θ2 v sur Σ0
γ ∂∂ν y = 0 sur Σ
∗
0
Alors , y(T ) = y′T ) = 0.
Preuve. On applique HUM [1].
NB: Les auteurs remercient le referee pour ses pre´cieuses remarques.
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